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1 Introduccio´
En aquest article volem parlar d’una interaccio´ de la topologia amb la biologia mole-
cular. Me´s concretament, volem descriure un model topolo`gic per interpretar l’accio´
d’un enzim en les mole`cules de DNA.
La teoria de nusos e´s el camp de la topologia que volem aplicar aqu´ı. Podem pen-
sar un nus com un cercle S1 dins l’espai R3. Diem que dos nusos so´n equivalents
si podem passar d’un a l’altre mitjanc¸ant deformacions cont´ınues i evitant creua-
ments del cercle. Me´s endavant donarem una deﬁnicio´ matema`tica precisa de nus.
Per exemple, la ﬁgura 1 mostra tres nusos que no so´n equivalents.
Malgrat el nom, la teoria de nusos no nome´s estudia els nusos, sino´ tambe´ les
unions ﬁnites i disjuntes de cercles dins l’espai R3, anomenades enllac¸os (vegeu la
ﬁgura 2). Com en el cas dels nusos, dos enllac¸os so´n equivalents si podem passar
d’un a l’altre per deformacions cont´ınues sense creuaments.
La mole`cula de DNA e´s l’objecte bioqu´ımic del qual volem estudiar propietats
topolo`giques des del punt de vista de la teoria de nusos. El DNA te´ una estructura
helico¨ıdal forc¸a complexa, pero` per simpliﬁcar interpretarem el tros d’he`lix de DNA
com si fos un tros de corda, car les cadenes de DNA so´n molt llargues. Aix´ı podem
trobar mole`cules de DNA que topolo`gicament so´n un interval dins l’espai R3 (un
tros de corda amb dos extrems lliures), o be´ mole`cules de DNA que so´n un cercle
Figura 1: Tres exemples de nusos no equivalents.
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Figura 2: Exemples d’enllac¸os.
Figura 3: Fotograﬁa d’una mole`cula de DNA [6].
dins l’espai R3 (un tros de corda amb els extrems units), i que per tant so´n un nus
(vegeu la foto de la ﬁgura 3). Tambe´ e´s possible que diverses mole`cules de DNA
formin cercles enllac¸ats en l’espai. Com a topo`legs, mirarem les mole`cules de DNA
que formen un nus o un enllac¸.
Els bio`legs moleculars s’interessen en l’estructura tridimensional del DNA. Me´s
concretament busquen relacions entre la geometria i topologia de les mole`cules i la
seva funcio´ bioqu´ımica.
Hi ha enzims que poden actuar sobre la mole`cula de DNA i ﬁns i tot poden canviar-
ne la topologia. Els enzims anomenats recombinases tallen les mole`cules de DNA i
en tornen a enganxar els extrems que han quedat lliures (vegeu la ﬁgura 4).
En aquest article volem explicar el model proposat per Wasserman, Dungan i
Cozzarelli [11] i Ernst i Sumners [2] que descriu l’accio´ topolo`gica de l’enzim Tn3
resolvasa. Tambe´ volem citar un teorema d’Ernst i Sumners [2] que do´na suport a
aquest model.
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Molècula de DNA recombinasa
Figura 4: Accio´ de la recombinasa.
L’article esta` organitzat de la manera segu¨ent. A la seccio´ 2 parlem de la recom-
binacio´ i descrivim l’accio´ de l’enzim Tn3 resolvasa. A la seccio´ 3 donem les eines
de la teoria de nusos necessa`ries per al model matema`tic de l’accio´ d’aquest enzim.
Aquest model esta` descrit a la seccio´ 4, on incloem el teorema d’Ernst i Sumners
[2]. Finalment, a la darrera seccio´ parlem molt ra`pidament d’altres interaccions de
la teoria de nusos amb cie`ncies experimentals.
Agra¨ıments Estic agra¨ıt a A. Stasiak pel perm´ıs de reproduccio´ de la fotograﬁa, a
P. de la Harpe per haver-me’n facilitat l’adrec¸a i a L. Vilaseca per haver-me remarcat
algunes incorreccions en mate`ria de biologia (tot i parlar-ne el m´ınim possible).
2 El DNA i la recombinacio´
Hem dit a la introduccio´ que per simpliﬁcar veur´ıem les mole`cules de DNA com
un tros de corda (un interval o un cercle) dins l’espai i que estudiar´ıem els nusos o
enllac¸os que formen. E´s ben conegut pero` que l’estructura del DNA e´s molt rica i que
te´ un paper transcendent en biologia. La propietat que volem destacar-ne en aquest
article e´s que els fragments de DNA es poden codiﬁcar perque` estan constitu¨ıts per
sequ¨e`ncies de nucleo`tids. Me´s concretament, els segments de mole`cules de DNA
estan codiﬁcats per successions de lletres {A,T ,C,G} corresponents a certes bases.
E´s la sequ¨e`ncia que deﬁneix el codi gene`tic.
Les recombinases so´n els enzims que tallen les mole`cules de DNA i les tornen
a enganxar. L’operacio´ de tallar i enganxar no es realitza en un lloc qualsevol de la
mole`cula, sino´ que els enzims reconeixen determinades sequ¨e`ncies de les mole`cules
de DNA. Els enzims tallen les mole`cules de DNA precisament en els fragments que
contenen una sequ¨e`ncia determinada.
La mole`cula o mole`cules inicials, abans que actu¨ı l’enzim, s’anomenen substrat.
La primera fase de la reaccio´ s’anomena sinapsi i consisteix a posar de costat els frag-
ments o sequ¨e`ncies de DNA reconeguts per l’enzim. La sinapsi s’efectua mitjanc¸ant
moviment aleatori (te`rmic) i/o alguna accio´ enzima`tica. La segona fase de la reaccio´
e´s la recombinacio´ pro`piament dita: l’enzim talla les dues sequ¨e`ncies que reconeix i
les torna a enganxar amb els extrems canviats (vegeu la ﬁgura 5).
Imaginem ara que un enzim realitza me´s d’una recombinacio´. Quan l’enzim porta
a terme diverses recombinacions a partir d’una sola sinapsi parlem de recombinacio´
processiva. Si cada nova recombinacio´ e´s precedida d’una nova sinapsi, parlem de
recombinacio´ distributiva.
Ara passem a descriure els resultats obtinguts experimentalment a partir de la
recombinacio´ processiva de l’enzim Tn3 resolvasa. El substrat e´s una mole`cula de
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recombinaciósinapsi
producte
Figura 5: Les dues etapes de la recombinacio´. Les ﬂetxes gruixudes repre-
senten els fragments de DNA reconeguts per l’enzim.
a)
b)
d)
c) e)
Figura 6: El substrat i els diferents nusos i enllac¸os obtinguts per recombi-
nacio´ processiva: a) nus trivial, b) enllac¸ de Hopf, c) nus de vuit, d) enllac¸ de
Whitehead i e) nus 62. El nom 62 ve d’una taula, on e´s el segon dels nusos
que es representen amb un diagrama de sis creuaments.
DNA circular que forma el nus trivial (vegeu [10] i [11] per una explicacio´ sobre el
proce´s bioqu´ımic d’elaboracio´ del substrat). A partir d’aquest substrat, la recombi-
nacio´ processiva de l’enzim ens do´na l’enllac¸ de Hopf en la primera etapa, el nus
de vuit en la segona, l’enllac¸ de Whitehead en la tercera i el nus anomenat 62 en la
quarta (aquests nusos i enllac¸os estan dibuixats a la ﬁgura 6).
3 Una mica de teoria de nusos
Recordem que els nusos poden pensar-se com a cercles dins l’espai R3 i que dos
nusos so´n equivalents quan es pot passar d’un a l’altre mitjanc¸ant deformacions
cont´ınues sense creuaments. La deﬁnicio´ precisa e´s la segu¨ent.
1 Deﬁnicio´ Un nus e´s una aplicacio´ injectiva i llisa (de classe C∞) del cercle en l’espai
f : S1 → R3.
2 Deﬁnicio´ Dos nusos f ,g : S1 → R3 so´n equivalents si podem passar d’un a l’altre
per una isotopia ambient; e´s a dir, si existeix una aplicacio´ llisa H : R3 × [0,1] → R3
que satisfa`:
(I) H( ,0) e´s la identitat, e´s a dir H(x,0) = x per a tot x ∈ R3;
(II) H(f(x),1) = g(x) per a tot x ∈ S1;
(III) H( , s) : R3 → R3 e´s un difeomorﬁsme per a tot s ∈ [0,1].
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Figura 7: Exemples de tangles.
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Figura 8: Aquests tangles no so´n equivalents perque` no podem moure’n
els extrems.
L’aplicacio´ H de la deﬁnicio´ s’anomena isotopia ambient i e´s la formalitzacio´
d’una deformacio´ cont´ınua sense creuaments. Ana`logament, els enllac¸os es deﬁ-
neixen com aplicacions injectives i llises d’una reunio´ ﬁnita i disjunta de cercles
S1 unionsq ·· · unionsq S1 en l’espai R3. La relacio´ d’equivale`ncia e´s tambe´ una relacio´ d’isotopia
ambient.
L’eina de la teoria de nusos que ens interessa aqu´ı e´s la que en angle`s s’anomena
tangle i que no traduirem.
3 Deﬁnicio´ Un tangle T e´s un parell (B3, t) format per una bola de dimensio´ tres
B3 = {x ∈ R3 | ‖x‖ ≤ 1} i dos arcs disjunts dins la bola t ⊂ B3 que intersequen la
frontera ∂B3 precisament en els seus quatre extrems (e´s a dir, t ∩ ∂B3 = ∂t).
Els quatre extrems dels arcs t s’anomenenNE, SE, SW iNW . Aquesta notacio´ que
utilitza punts cardinals es justiﬁca pel fet que els tangles es representen per la pro-
jeccio´ de la bola B3 en un disc D2 ⊂ B3. La ﬁgura 7 mostra exemples de (projeccions
de) tangles.
Diem que dos tangles so´n equivalents si podem deformar les cordes d’un en les
cordes de l’altre sense creuaments i sense moure’n els extrems NE, SE, SW i NW .
En termes me´s precisos, la deﬁnicio´ e´s la segu¨ent.
4 Deﬁnicio´ Dos tangles T1 = (B3, t1) i T2 = (B3, t2) so´n equivalents si existeix una
aplicacio´ llisa H : B3 × [0,1]→ B3 que satisfa`:
(I) H( ,0) e´s la identitat de B3, e´s a dir H(x,0) = x per a tot x ∈ B3;
(II) H( ,1) porta T1 a T2, e´s a dir H(T1,1) = T2;
(III) H( , s) : B3 → B3 e´s un difeomorﬁsme per a tot s ∈ [0,1];
(IV) H(x, s) = x per a tot x ∈ ∂B3, s ∈ [0,1].
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Figura 9: Clausura de tangles.
Per exemple, els tangles de la ﬁgura 8 no so´n equivalents, tot i que es pot passar
d’un a l’altre si es mouen els extrems NE, SE, SW i NW en l’esfera de la vora ∂B3.
5 Deﬁnicio´ Donat un tangle T , la clausura N(T) e´s el nus o enllac¸ obtingut unint
l’extrem NW amb NE i l’extrem SW amb SE de la manera descrita a la ﬁgura 9.
6 Deﬁnicio´ Donats dos tangles T i S, la suma T + S e´s el resultat d’unir els extrems
est de T amb els extrems oest de S tot respectant el nord i el sud.
Cal anar amb compte perque`, tot i anomenar-se suma, aquesta operacio´ no e´s
commutativa. A me´s, el resultat de la suma de dos tangles no e´s necessa`riament un
tangle (vegeu la ﬁgura 10).
La teoria dels tangles fou introdu¨ıda per J. H. Conway fa trenta anys [1].
4 El model
En aquesta seccio´ veiem com la teoria dels tangles permete´ construir un model ma-
tema`tic per descriure l’accio´ de l’enzim Tn3 resolvasa. A partir dels propis resultats
experimentals, Wasserman, Dungan i Cozzarelli [11, 10] van proposar una interpre-
tacio´ del comportament topolo`gic en termes de creuaments de nusos i enllac¸os. El
model en termes de tangles tal com el descriurem aqu´ı fou proposat per [2].
Recordem que la reaccio´ que volem estudiar consta de dues parts. La primera e´s la
sinapsi, que e´s una deformacio´ cont´ınua que acosta els dos fragments de la mole`cula
de DNA que s’han de recombinar. La segona part e´s la recombinacio´ pro`piament dita,
que talla i enganxa la mole`cula de DNA (vegeu la ﬁgura 5).
Quan s’aplica la sinapsi i els dos segments que l’enzim ha de recombinar estan
a prop, dividim el substrat en dos tangles. Un e´s el tangle T , que e´s el que s’ha
de recombinar, i l’altre e´s el seu exterior E. El model de recombinacio´ consisteix
a reemplac¸ar el tangle T per un altre tangle R. E´s a dir, tenim les dues fo´rmules
segu¨ents, il.lustrades a la ﬁgura 11.
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Figura 10: Dos exemples de suma de tangles. El resultat de la primera suma
e´s un tangle, pero` el de la segona, no.
• Fo´rmula del substrat: N(E + T) = substrat.
• Fo´rmula de la recombinacio´: N(E +R) = resultat de la recombinacio´.
Per aplicar aquestes equacions hem suposat la hipo`tesi segu¨ent.
Hipo`tesi 1: El mecanisme de l’enzim (el canvi del tangle T en R) nome´s depe´n
de l’enzim i e´s independent de la geometria i topologia del substrat. A me´s,
l’accio´ de l’enzim esta` localitzada en un tangle.
Recordem que la recombinacio´ processiva realitza diverses recombinacions suc-
cessives a partir d’una sola sinapsi inicial. Llavors fem una altra hipo`tesi.
Hipo`tesi 2: Les successives etapes de la recombinacio´ processiva consisteixen
a afegir tangles. E´s a dir, la fo´rmula de la recombinacio´ processiva e´s:
• N(E +R + (n)· · · +R) = resultat de n recombinacions.
Els experiments amb Tn3 resolvasa descrits a la seccio´ 2 donen les equacions
segu¨ents (els nusos i enllac¸os estan descrits a la ﬁgura 6).
a) Substrat : N(E + T) = nus trivial.
b) 1a recombinacio´: N(E +R) = enllac¸ de Hopf.
c) 2a recombinacio´: N(E +R +R) = nus de vuit.
d) 3a recombinacio´: N(E +R +R +R) = enllac¸ de Whitehead.
e) 4a recombinacio´: N(E +R +R +R +R) = nus 62.
Wasserman, Dungan i Cozzarelli [11, 10] no utilitzen tangles en el seu model,
pero` si el tradu´ıssim en termes de tangles, els E, R i T proposats serien els de les
ﬁgures 12 i 13.
El resultat d’Ernst i Sumners que do´na suport al model e´s el segu¨ent.
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Figura 11: Fo´rmules del substrat i la recombinacio´. Compareu aquesta
ﬁgura amb la ﬁgura 5.
E
R
Figura 12: Els tangles E i R.
7 Teorema [2] Els u´nics tangles E i R que satisfan les equacions a), b), c) i d) so´n els
de la ﬁgura 12. A me´s, aquestes solucions satisfan l’equacio´ e).
El teorema no determina el tangle T (podem pensar que no interve´ en prou equa-
cions), tot i que els bio`legs proposen el de la ﬁgura 13 (vegeu les ﬁgures 5 i 11).
La demostracio´ d’aquest teorema pot trobar-se a [2] i no en parlarem en aquest
article.
El teorema d’Ernst i Sumners no nome´s e´s un resultat matema`tic motivat per la
biologia molecular, sino´ que reforc¸a el model proposat inicialment per Wasserman,
Dungan i Cozzarelli. Com qualsevol altre model, hem vist que comporta una se`rie
d’hipo`tesis o simpliﬁcacions, que no cal revisar ﬁns que la teoria i els experiments
deixin de ser coherents.
Segons Sumners [8], en general l’accio´ d’un enzim e´s dif´ıcil de descriure perque`
els me`todes experimentals solen proporcionar poca informacio´ sobre la topologia
de la mole`cula. Hem d’interpretar el DNA com un ﬁl molt llarg i prim, que normal-
ment esta` forc¸a embolicat, per la qual cosa el nus e´s dif´ıcil de determinar. El teorema
d’Ernst i Sumners prete´n ser una eina que contribueixi a comprendre l’accio´ de l’en-
zim (vegeu el t´ıtol de [8]).
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T
Figura 13: El tangle T .
5 Altres interaccions de la teoria de nusos amb cie`ncies
experimentals
La qu´ımica ens proporciona un altre exemple d’interaccio´ de la teoria de nusos amb
una cie`ncia experimental. Per un canto´, hi ha qu´ımics que volen sintetitzar mole`cules
amb una determinada topologia, i per l’altre hi ha topo`legs que estudien problemes
motivats pels qu´ımics. Si pensem en mole`cules petites, no com el DNA, la topologia
d’una mole`cula esta` donada pels a`toms i els seus enllac¸os qu´ımics. Podem pensar
una mole`cula com un graf dins l’espai R3 que te´ per ve`rtexs els a`toms i per arestes
els enllac¸os qu´ımics.
Els primers exemples de mole`cules amb una topologia no planar foren sintetit-
zades els anys seixanta. E´s a dir, totes les mole`cules que es coneixien anteriorment
tenien una estructura de graf que podia dibuixar-se en un full de paper sense haver
de creuar les arestes. El primer exemple no planar va arribar el 1961: Frish i Wasser-
man van construir una mole`cula amb dues components connexes enllac¸ades com
l’enllac¸ de Hopf (ﬁgura 6 b)). Posteriorment s’han sintetitzat mole`cules que conte-
nen un graf de Kuratowski (hi ha exemples pels dos grafs de Kuratowski) i que per
tant no so´n planars. Tambe´ s’han sintetitzat mole`cules amb la topologia de diversos
nusos i enllac¸os i actualment hi ha grups de qu´ımics que treballen en la s´ıntesi de
mole`cules amb una topologia predeterminada [5, 9].
Pel que fa als problemes que es posen els topo`legs motivats pel treball dels
qu´ımics, citem la qu¨estio´ de determinar les simetries d’un graf dins l’espai [3].
Una altra interaccio´ ve dels invariants utilitzats per distingir nusos i enllac¸os,
que de vegades poden interpretar-se f´ısicament. Per exemple, el polinomi de Jones
e´s un invariant que es pot deﬁnir utilitzant el formalisme de meca`nica estad´ıstica, i
els invariants de Witten foren introdu¨ıts a partir de la f´ısica matema`tica (que no e´s
precisament una cie`ncia experimental). L’invariant anomenat nombre d’enllac¸ament
(linking number en angle`s) per un enllac¸ de dues components e´s un exemple molt
me´s antic. Aquest nombre pot calcular-se mitjanc¸ant una integral, introdu¨ıda per
Gauss, que mesura la impeda`ncia del camp ele`ctric creat per dues ca`rregues que es
mouen al llarg de les components del nus [4].
Per acabar, recordem que la primera taula de nusos que es coneix fou creada per
Tait, deixeble de lord Kelvin, amb la intencio´ d’establir una analogia amb la taula
perio`dica d’elements. Al segle xix, abans de l’experiment de Michelson i Morley,
tothom creia en l’existe`ncia de l’e`ter. En particular Kelvin proposava que els a`toms
podien interpretar-se com vo`rtexs en l’e`ter que formaven nusos i enllac¸os, i que
justament la topologia del nus o enllac¸ determinava l’element. Tot i que avui en dia
la teoria ato`mica de Kelvin ja no esta` en vigor, la teoria de nusos mante´ el contacte
amb les cie`ncies experimentals.
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